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B Nikola Radajicic, prof.

DIRIHLEOV PRINCIP | GEOMETRIJA

Dirihleov princip, iako jedno od najjednostavnijih tvrdenja u kombina-
torici, predstavlja vrlo efikasan princip ako se upotrijebi na pravi nacin. Ovaj
princip u materijalima dr Gorana Popivode opisan je na sljede¢i nacin:

Pretpostavimo da je jato golubova doletjelo u golubarnik. Tvrdi se da ima
vise golubova nego kucica u golubarniku, pa ce se bar u jednoj kuéici naci
bar dva goluba.

Naravno ovaj princip je primjenljiv i na druge objekte, a ne samo na
golubove. U konkretnim zadacima ,,problem™ je na pravi nacin odabrati Sta ¢e
biti ,.kutije* a Sta ,,predmeti““. Treba znati da je Dirihleov princip mnogo vise
od ,kutija®“ i ,,predmeta“ i ima mnogobrojne primjene u praksi i matematickoj
teoriji. Zadaci tipa ,,dokazati da postoji...“ upravo su zadaci u kojima je
moguce primijeniti ovaj princip.

Johan Peter Gustav LeZen Dirihle je francusko-njemacki matematicar
(1805 — 1859) a princip koji je po njemu nazvan, takode je u literaturi
prepoznat i pod nazivom ,,problem sedam zeceva“ (Ako zelimo sedam zeceva
smjestiti u tri kaveza, tada mozemo tvrditi da u jednom od njih ima bar tri
zeca).

U narednim primjerima uoci¢emo kako ,,problem sedam zeceva“ mozemo
primijeniti 1 u rjeSavanju geometrijskih problema.
Primjer 1:

U kocki ivice 13 cm izabrano je 2021 tacka. MozZe li se u tu kocku unijeti
kockica ivice 1 ¢m tako da u njoj ne bude nijedna od izabranih tacaka?
RjeSenje:

Podijelimo kocku, ravnima koje su paralelne njenim stranama, na manje
kocke ivice 1 ¢m. Takvih manjih kocki bi¢e 13% = 2197. Kada bi u svakoj
manjoj kocki bila po jedna tacka od izabranih, imamo ukupno 2197 tacaka, a
po uslovu zadatka ima ih 2021. Odatle, po Dirihleovom principu, slijedi da
postoji manja kocka u kojoj se ne nalazi nijedna od izabranih tacaka.

Ogranicenje:

Kada bi postojao uslov da tacke mogu biti ne samo unutar manjih kocki,
onda prethodno navedeno rjesenje ne bi odgovaralo, jer bi jedna tacka mogla
u isto vrijeme biti u 8 manjih kocki.
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Primjer 2:

Nekoliko lukova kruznice obojeno je crvenom bojom. Zbir duzina
obojenih lukova manji je od poluobima kruznice. Dokazati da postoji precnik
ove kruznice Cije obje krajnje tacke nijesu obojene.

RjeSenje:

Obojimo plavom bojom lukove koji su simetri¢ni crvenim u odnosu na
centar kruznice. PosSto je zbir duzina plavih lukova jednak zbiru duzina
crvenih, onda je ukupna duzina obojenih lukova (crvenom ili plavom bojom)
manja od obima kruznice. Znaci da postoji neobojena tacka kruznice. Takode,
neobojena tacka kruznice je i tacka koja je simetricna, u odnosu na centar,
prethodno uocenoj neobojenoj tacki. Ovako dobijeni precnik predstavlja
trazeni precnik.

Primjer 3:

U ravni je dato sedam pravih od kojih nikoje dvije nijesu paralelne (Slika
1). Dokazati da postoje dvije medu njima koje ¢ine ugao manji od 26°. Da li
je ta¢no tvrdenje ako se umjesto 26° uzme 25°?

Slika 1. Slika 2.
RjeSenje:

Uoc¢imo u ravni proizvoljnu tacku A. Nacrtajmo sedam pravih koje su
paralelne sa jednom od datih i koje prolaze kroz tacku A (slika 2). Uglovi
izmedu novodobijenih pravih su isti kao izmedu datih. Kako se radi o
unakrsnim uglovima mozemo posmatrati polovinu kruga tj. 180°. Ako su svi
uglovi jednaki tada bi jedan iznosio 180 : 7 = 25,714 ... Dakle, svaki od njih
je veci od 25° 1 manji od 26°. Ako bi svi uglovi bili veéi od 26° onda bi njihov
zbir bio ve¢i od 180°, §to nije moguce. Zaklju€ujemo da izmedu dvije prave
ugao mora biti manji od 26°.

Sli¢no dokazujemo da tvrdenje ne vazi za ugao od 25°.
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Primjer 4:

Sest tadaka je tako rasporedeno da nikoje tri ne pripadaju jednoj pravoj i
nikoje Cetiri ne pripadaju jednoj ravni. Od 15 duzi, koje spajaju dvije po dvije
od datih tacaka, neke su crvene a neke plave. Dokazati da postoji trougao Cije
su sve stranice iste boje.

Rjesenje:

Oznacéimo tacke slovima A,B,C,D,E i F. Spojimo tacku A sa ostalih 5
tataka. Medu dobijenih 5 duzi, tri duzi ¢e biti sigurno iste boje. Nebitno je
koje od tih pet duzi ¢e biti isto obojene. Neka to budu duzi AB,ACiAD.
Spojimo tacke B,CiD. Ako se boja svih stranica nastalog trougla BCD
razlikuje od boje duzi AB, AC i AD, onda postoji trougao sa stranicama iste
boje - to je trougao BCD. Ako medu stranicama trougla BCD ima bar jedna
stranica iste boje kao kod pomenutih duzi AB, AC, AD npr. BD, onda u tom
slu¢aju postoji trougao ¢ije su sve stranice iste boje —to je trougao ADB. Ovim
je tvrdenje u potpunosti dokazano.

F E

U nastavku teksta predstavicemo zadatke koji bi trebalo da budu interesan-
tni takmicarima. Ve¢ su objavljivani u knjizi ,, 1000 zadataka“ u izdanju
Drustva matematicara Srbije.

Zadatak 1.
Dat je jednakostrani¢ni trougao ¢ija je stranica 31 dm, unutar koga je na

proizvoljan nacin rasporedena 2021 tacka. Dokazati da postoji krug polu-
precnika 6 cm, unutar koga se nalaze bar tri tacke datog skupa.
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Rjesenje:

Najprije dati jednakostrani¢ni trougao podijelimo na manje jednakostrani-
¢ne trouglove stranice 1 dm. Takvih trouglova ima 1+ 3 +5+...+ 61 =
1+61)+(3+59)+...=(62-31): 2 =131-31=961. Kako se u trou-
glu nalazi 2021 tacka, to na osnovu Dirihleovog principa (2021 > 961 - 2)
slijedi da postoji mali trougao unutar koga se nalaze bar tri tacke datog skupa.

Kako je polupre¢nik kruga opisanog oko malog trougla ? dm < 1?8 = 6.cm,

to postoji krug poluprecnika 6 cm unutar koga se nalaze bar 3 tacke datog
skupa.

Zadatak 2.
Tepih dimenzija 4 m x 4 m progrizli su moljci 1 napravili 15 rupa

zanemarljive veli¢ine. Moze li se isje¢i komad tepiha dimenzije 1 m x 1 m, na
kome nema rupa?

RjeSenje:
Podijelimo kvadratni tepih na 4 x 4 = 16 kvadratnih polja dimenzija

1 m x 1 m. Kako imamo 16 polja a rupa je 15, to uvijek na osnovu Dirihle-
ovog principa vazi da postoji polje 1 m x 1 m u kome nema nijedne rupe.

Zadatak 3.

Devet tacaka je rasporedeno u jedini¢nom kvadratu. Dokazati da medu
njima postoje tri tacke takve da povrsSina trougla kome su one tjemena nije

veéa od =.
8
Rjesenje:
Podijelimo dati kvadrat na Cetiri podudarna kvadrata. Tada je stranica sva-

kog od njih % 1 na osnovu Dirihleovog principa, postoji kvadrat u kome ima

bar 3 tacke. Uo¢imo jedan kvadrat i u njemu tri tacke A4, B i C. Dalje, uo¢imo
takvo tjeme trougla ABC da prava koja ga sadrzi i paralelna je jednoj od
stranica kvadrata sijecCe naspramnu stranicu trougla. Neka je to npr. tjeme B 1

neka ta prava sije¢e AC u tacki D. Tada je Pac = Pasp + PBcp = é BD -
AA+ 3 BD - CCy =5 BD(AA) + CC), pri Semu su A, i C redom podnozja
visina trouglova ABD i CBD iztjemena A i C. Kako je BD < % 1AA1+CC1 <
%to je Pac < % Sto je trebalo dokazati.

Nikola Radoji¢i¢, JU OS ,,Milija Nik¢evié¢”, Niksi¢



ve | - Dr.Goran Sukovic

= . STRINGOVI I TIP PODATAKA CHAR

Ve¢ smo se upoznali sa stringovima, koje smo posmatrali kao nizove kara-
ktera. Pojedinac¢ni karakter ima tip char. Za dodjelu vrijednosti promjenljivoj
tipa char koriste se jednostruki znaci navoda, kao u sljede¢em primjeru:

char znak = 'g';

Obratite paznju da se kod stringova koriste dvostruki znaci navoda, dok se
kod karaktera upotrebljavaju jednostruki znaci navoda.

string pl = "Podgorica";
cout << "Tip string koristi dvostruke znake navoda.";

Greska je ako se prilikom dodjele vrijednosti stringu upotrijebe jedno-
struki znaci navoda umjesto dvostrukih, kao u sljede¢em primjeru:

string pl = 'Podgorica';

U programskom jeziku C++ stringovi su nizovi karaktera, pa pojedina-
¢nom karakteru stringa mozemo pristupiti kao Sto pristupamo elementu bilo
kog niza. Moguce je i mijenjati elemente stringa, na isti nacin kao §to smo
mijenjali elemente niza. Kao 1 kod nizova, prvi karakter stringa nalazi se na

poziciji 0.

U sljedecoj tabeli prikazan je jedan string sa pozicijama svakog karaktera
stringa:
01123/4/5/6(7|8/9/10 |11 |12 |13 |14 (15

PloldigloRli [clajAi B [u |d v |A

Primjer 1:

Primjer upotrebe tipa char.
#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

int main ()
{

string s = "dijagonala vam omogucava da usvojite znanja
o jeziku C++";
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cout << s << endl;

s[0] = 'D';
cout << s << endl;

for(int 1 = 0; i < s.length(); i++)
{

cout<< s[i];

}
cout<< endl;

return O;

Standardni izlaz poslije pokretanja navedenog programa izgleda ovako:

dijagonala vam omogucava da usvojite znanja o jeziku C++
Dijagonala vam omogucava da usvojite znanja o jeziku C++
Dijagonala vam omogucava da usvojite znanja o jeziku C++

Promjenljiva s je tipa string tj. niz karaktera, pa je s/0] tipa char. Promjena
vrijednosti prvog karaktera u stringu, tj. pretvaranje malog slova u veliko,
obavlja se pomocu naredbe:

s[0] = 'D';

Primjer 2:

Sljedeci programski kod prebrojava koliko ima samoglasnika u jednoj
recenici.
#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;
int main ()
{
string s = "Dijagonala vam omogucava da usvojite znanja
o jeziku C++";

cout << s << endl;
int brojSamoglasnika = 0;
for(int i = 0; 1 < s.length(); i++)
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brojSamoglasnika+t+;

}
else if (s[i]=='"A'"' || s[i]=="E' || s[i]=="1" || s[i]
== '0' || s[i] = 'U")

{

brojSamoglasnika+t+;
}
}

cout << brojSamoglasnika << endl;

return O;

Standardni izlaz poslije pokretanja navedenog programa izgleda ovako:

Dijagonala vam omogucava da usvojite znanja o jeziku C++
22

Ve¢ smo govorili o funkcijama biblioteke string za rad sa stringovima.
Pokazac¢emo i neke nove funkcije koje mozete koristiti u programima.

Funkcije za pretragu u stringu

Za nalazenje pozicije karaktera ili podstringa u stringu koristi se funkcija
find.

Primjer 3:

Pozicija prvog simbola blanko (razmaka) u stringu str.
pozicija = str.find(' ');

Ukoliko string ne sadrzi nijedan znak razmaka, rezultat koji vraca funkcija
find bice jednak specijalnoj vrijednosti string::npos, koja oznacava da nije
pozicija u pitanju (engl. non-position).

Primjer 4:
Kori$¢enje string: :npos i funkcije find.:

if (str.find(' ') != string::npos)
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{

cout << "String sadrzi barem jedan razmak!" << endl;

}

else

{

cout << "String ne sadrzi nijedan razmak!" << endl;

}

Funkcija find vrac¢a poziciju prvog pojavljivanja datog karaktera ili
podstringa u stringu, ili string::npos ako tog karaktera ili podstringa nema u
stringu. Sli¢no, funkcija rfind nalazi poziciju posljednje pojave datog
karaktera ili podstringa, ili vraca vrijednost string::npos.

Bez obzira da li trazimo poziciju karaktera ili podstringa, mozemo podesiti
pocetnu poziciju pretrage. U tom slu€aju, funkcija find pronalazi poziciju
prvog pojavljivanja trazenog podstringa ili karaktera poslije date pocetne
pozicije. Sli¢no, funkcija rfind vraca poziciju posljednjeg pojavljivanja prije
pozicije koja je zadata. Ovaj argument funkcije mora biti postojeéa pozicija u
okviru stringa.

Primjer 5:
Odredujemo koliko ima pojavljivanja stringa "ponos" u datom stringu.
string ulaz;

int 1 = 0;
int brojac = 0;

getline (cin, ulaz, '\n'");
i = ulaz.find ("ponos"™, 0);

while (i !'= string::npos)
{

brojac++;

i = ulaz.find ("ponos", i+5);
}

cout << brojac;

Podstringovi

Ako nam je potreban samo dio stringa, takozvani podstring, moZemo
koristiti funkciju substr. Primjenom ove funkcije dobijamo novi string koji
sadrzi odredeni podstring polaznog stringa. Podstring je odreden pocetnom
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pozicijom 1 brojem karaktera tj. duzinom. Ne zaboravite da je pozicija
pocetnog karaktera stringa 0.

Primjer 6:
Sljede¢i primjer dodjeljuje promjenljivoj fragment string od 3 karaktera
pocevsi od pozicije 9 iz promjenljive text:

string tekst = "Kuda idu ove djevojke?";
string fragment = tekst.substr (9, 3);

Promjenljiva fragment sadrzi string "ove", dok promjenljiva tekst ostaje
nepromijenjena.

Ako izostavimo drugi parametar, funkcija substr vrac¢a podstring pocevsi
od navedene pocetne pozicije pa sve do kraja stringa.

Primjer 7:

string tekst = "Kuda idu ove djevojke?";

string podstring = tekst.substr(9);

Vrijednost promjenljive podstring poslije izvrSavanja ovog koda bice “ove
djevojke?”

1. Napisati program koji ucitava cio broj n i reCenicu na engleskom jeziku i
Stampa koliko u datoj recenici ima rijeci ¢ija je duzina najmanje n. Sma-
trati da su uzastopne rijeci razdvojene tacno jednim razmakom.

2. Napisati program koji ucitava lozinku i Stampa da li je ona dobra ili ne.
Lozinka je dobra ako:

- sastoji se od malih i velikih slova engleske abecede, cifara i simbola #,
$ 1 %;

- sadrzi najmanje 8 karaktera;

- sadrzi najmanje jedno veliko slovo, jedno malo slovo, jednu cifru i bar
jedan od simbola #, $ ili %.

3. Napisati program koji ucitava cio broj n i zatim n stringova, po jedan u
redu, i Stampa koliko ucitanih stringova sadrZi najmanje 3 samoglasnika.
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ZADACI ZA VJEZBU

Ugao. Razlomci

1. Data je kruznica k(O,r) i tacke A, B i C na njoj (kao na crtezu). Koliko
centralnih uglova one odreduju? Oznaciti ih!

B

2. Nacrtati uglove @ = 104", § = 48" iy = 94°, a zatim graficki i ra¢unski
odrediti uglove:
a)a+y; b)(B+y)—a c)2(a—y)+ pirezultate provjeriti mje-
renjem (uglomjerom).
3. Popuniti prazna mjesta:
Cl) ° =360 = vv; b) 7920" = o ! "
4. Ako je ugao a = 65 24’ odrediti ugao P koji je:
a) za 18°29'39" manji od ugla o; b) za 11°47'53" veéi od ugla o;

¢) tri puta veéi od a; d) dva puta manji od a.

5. Odrediti komplementan i1 suplementan ugao petostrukom uglu a ako je
a=12°2532".
6. Odrediti uporedne uglove o i B ako se oni razlikuju za 31°.

7. Zbir mjera dva ugla sa medusobno normalnim kracima je 220°. Odrediti
mjeru svakog od tih uglova.

8. Odrediti uglove a, B iy saslike ako je rLq.
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q
Y
3X
B
r )y—y

9. Poredati po veli¢ini razlomke:
7125 TR
a) 5,55, svodeci ih na isti imenilac; b)
isti brojilac.

svodec¢i 1h na

vl
Slo

3 4
’glgl

10. Milica je sa 20 koraka presla 14 m, a Maja sa 10 koraka 6 m. Ciji je korak
duzi i za koliko?
11. Na Uninom rodendanskom slavlju djecaci su pojeli polovinu torte, djevo-
j€ice tre¢inu, a ukucani Sestinu. Da li je neSto torte preostalo?
12. Odrediti razlomke sa imeniocem 15 koji su ve¢i od 110’ a nijesu veci od g.
13. Poredati po veli¢ini vrijednosti izraza a—b, b—c i a—c, ako je
7

11 . 5
a=—,b==- ic=-=
6 4 3

14. Rastaviti na proste ¢inioce i brojilac i imenilac, a zatim skratiti razlomke:
12 42 182 1800

18’ 80’ 910’ 3375’

15. Kolika je povrsina pravougaonika duzine a jednake % od 25 ¢m 1 Sirine

b jednake % od 9 cm?

Prijedlog drugog pismenog zadatka
[ ]

1. a) IzraCunati: 4% =t

b) Skratiti slede¢e razlomke do nesvodljivog: 1425 60 36

21°105'270° 48"
2. Odrediti mjeru ugla koji je suplementan zbiru uglova a = 107°16' i
B = 32°54'16".



14 Dijagonala

3. Prave a i b na crtezu su paralelne. Odrediti mjere uglova a, B, y i 6.

135¢° a y c

4. Na kruznici k(O,r) date su tri razlicite tacke A, B 1 C.

a) Napisati sve centralne uglove. b) Navesti koji kruzni luk odgovara
konveksnom centralnom uglu BOC.

5. Nacrtati oStar ugao o, opruzen ugao p i tup ugao vy, a zatim konstruisati

ugao2-a+pf—vy.

1. a) IzraCunati: 15 % + 105 - 12% ; b) Razlomke

?

w N

1 ,E,i prosiriti tako da
2 36 15
im imenilac bude NZS(2,3,6,15).
2. Odrediti mjeru ugla koji je komplementan razlici uglova a = 107°16’
i B =72°54"16".
3. Odrediti uglove a, iy sa slike.

A

4. Data je kruznica k(0, 2 cm). Na njoj nacrtati tacke A, B i C takve da je |AB| =
3cmi |BC| = 4 c¢m, a zatim nacrtati i1 odrediti:
a) Kruzne lukove odredene tetivama AB 1 AC;
b) Centralni ugao koji odgovara kruznom luku CBA.
5. Nacrtati tup ugao a, prav ugao 3 1 oStar ugao vy, a zatim konstruisati ugao
2:-(y+p)—a.

SneZana Mugosa , JU 0S ,,Maksim Gorki”, Podgorica
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VIl razred

Skup Z. Trougao

1. Rijesiti jednacine i nejednacine:
a)x:(-2)—3=-2 ¢) 3+x:(-2)< -7
b) 5x - 27 = 14x; d(-5+x): (-3)—-2 = -9
2. Koji broj treba podijeliti razlikom brojeva —17 1 —8 da bi se dobio broj
-257
3. Ako od nekog broja oduzmes trostruku vrijednost zbira brojeva —4 i —9

dobices broj ne manji od apsolutne vrijednosti zbira brojeva —30 1 15.
Odrediti nepoznati broj.

4. a) Odrediti duzinu stranica trougla sa slike:

S5x
b) Odrediti veli¢inu uglova trougla sa slike:

5. Jedan unutrasnji ugao AABC je 69°, a spoljas$nji ugao 118°. Uporediti
stranice tog trougla.

6. Za duzine stranica vazia +c¢ =9 cmia + b = 13 cm. Odrediti duzine
stranica trougla ako je njegov obim jednak 17 cm.
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7. Koristeci podatke sa slike dokazati da je AASC = ABSC.
C

=]
A s B

8. Na stranicama AC 1 BC trougla ABC mogu se oznaciti tacke K 1 T tako da
je AK =BT i BK = AT. Dokazati da je trougao ABC jednakokrak.

9. Simetrale dva spoljasnja ugla jednakokrakog trougla sijeku se u tacki M i
obrazuju ugao od 66°. Izracunati mjere uglova trougla ako su to simetrale
uglova koji su susjedni unutras$njim uglovima na osnovici AB trougla
ABC.

10. Duzi CM 1 CN su redom visina 1 bisektrisa trougla ABC. Odrediti <MNC
ako je «B = 65°1 «C = 36°.

Prijedlog drugog pismenog zadatka
[ ]

1. Rijesiti jednacine i nejednacine:a)x: (-7) = 3;b) 5+ x + 9 =-16;
c) 1-3x = 10.

2. Koje cijele brojeve mozemo pomnoziti brojem 5, da bi se dobio broj koji
je veci od suprotne vrijednosti zbira brojeva 651 —107?

3. Jedan unutrasnji ugao AABC je 72°, a jedan spoljasnji je 142°. Uporediti
stranice tog trougla.

4. Bisektrise povucene iz tjemena A i B trougla ABC sijeku se u tacki O.
Odrediti <AOB ako je <A = 45° a «B = 105°.

5. Dokazati da simetrala pri vrhu jednakokrakog trougla dijeli taj trougao na
dva podudarna trougla.

1. Rijesiti jednacine i nejednacine: a)9 - x =-36; b)-8 - x + 8 =-80;
¢c) 19-3x = 7.

2. Koje cijele brojeve mozemo pomnoziti brojem —3, da bi se dobio broj koji
je manji od apsolutne vrijednosti zbira brojeva 14 1 —41 ?
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3. Unutrasnji ugao AABC je 68°, a spoljasnji 132°. Uporediti stranice tog
trougla.

4. Bisektrise povucene iz tjemena A i1 B trougla ABC sijeku se u tacki O.
Odrediti xAOB ako je €A = 55°, a «B = 95°.

5. Nakracima AC i BC jednakokrakog trougla ABC date su tacke D 1 E takve
da je AD = BE. Ako se duzi AE i BD sijeku u tacki O, dokazati da je
AAOD = ABOE.

Nikola LjeSnjak i Tanja Rakocevié,
JU OS »Marko Miljanov”, Podgorica

Kvadratni korijen. Stepen. Polinomi
1

1. Datjeskup S={—/2 ;1,2;V16;-4,21758...; — 35 V7; - 3,888... .

Iz skupa S izdvojiti podskup: a) racionalnih brojeva; b) iracionalnih bro-
jeva.

2. IzracCunati: a) V81 -49; b)%g; c) V25 =9 ;
d) VBZ+ 127 ¢ [8-2; f) V1764 .
ST 3 (93 _ 22 _(_43) _ (_1\16. (=3)1%:(=3)°
3. IzraCunati: a) " (=2)° =3 —(—4°) - (—1)*% b) Tt

(42)4.44. 2
c) TOTRE d) /4+(2\/§) :

4. IzraGunati vrijednost izraza 3x> — 4x%y + y? ako je:

34 _93
~ 273

3 1 .
X :(_§)11_811_(§)11 i

5. lIzracunati vrijednost izraza i odrediti koje od tih vrijednosti su racion-
alni, a koje iracionalni brojevi:

a) V50 -vV2 — V72 -2; b) —2v12 ++/48 — 44/108 ;

) i

6. Zapisati u obliku stepena izraz koji je dobijen tako Sto je proizvod
stepena y* i y° podijeljen koli¢nikom stepena y’ i y3.
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63n+4-

7. Dovesti na istu osnovu, pa izraCunati: —-—.

8. Rijesiti jednagine: a) x? =100; b) 36+x2=43; o) x*=7x
d)y?’+4=0; eVx=5; HV8—2x=2; g)\/§+5:9.
9. Uprostiti izraze: a) V12 + V108 =5-v75; b) 2-v125 — + V5.

10. Uporediti vrijednosti dva izraza: 0,9 -v11 i 0,7 -v13.

11. Srediti izrazea) P—Q —R; b) —P+Q —R, gdjeje:
P = —2a? + 6ab; Q = 3ab + 4a? +1; R =—ab—2a%-1.

12. Srediti izraz:
a) (x? —5x+2)—(—6x+ 8);
b) 3a?b3 + 6a3b?> —5a?-b-b*—-30-b-a®- b;
¢) (4x—3y) 2y —x)— (x +y)>

Prijedlog drugog pismenog zadatka
[ ]

1. IzraCunati:

@) V9 144: )L OVIETEE; ) W)

\/§ (43)4 .47.48 "
2. Rijesiti jednadine: a) x2 =36;  b) V6 —x = 0.
3. Uprostiti izraz: V125 ——= + 3V45

4. lIzraCunati vrijednost i 1zraza

a)3-2%—(22+2)*+2-4%;

b) 5 /2 ——+2y/(-7)* - 10v0,16- 81.

5. Srediti izraz 2aba — 6bab — 7baa + 3abb, a zatim izracunati njegovu
vrijednost ako je:

N 162 - 83
a=0,6%-(=5)"" (g) = 215



Dijagonala 19

7. c4)5
. lzracunati: a) %; b)V3:v27; V169 —25; d) (s7:5%)

(53)4 .57:58 "

. Rijesiti jednacine: a) Vx = 6; b) x2: 2% — 1|

vl w

. Uprostiti izraz: 3V72 — % —3vV18.

. IzraCunati vrijednost izraza:

) 292 e = (A 2

/ 9
b)2/(—8)2+5 1----10/081-16.

Srediti izraz 2aba — 6bab — 7baa + 3abb, a zatim izraunati njegovu

11 _
vrijednost ako je: a = 0,81 (=5)1. G) i b= /8123%73

Tatjana Ivanovié i Jelena Blecié¢, JU oS »Maksim Gorki*“, Podgorica

Linearna funkcija. Prizma

. Implicitno zadate funkcije:

a)2x+3y—-5=0, b)x—-7y+4=0, c)3x+6y+9=0,
prevesti u ekplicitni oblik 1 za vrijednosti nezavisno promjenljive
x€{-2,0, %, g} izraCunati vrijednosti y.

. Nacdi nule sljedecih funkcija:

a)y=4x-17, b)y=-5x-35, c) 15x - 17y +30=0.

. Nacrtati grafike funkcija: a)y=-x, b)y=—x-1, ¢)y=—x+1,
d)y=%x—2, e)y=%x+1.

. Odrediti parametar k za koji ¢e data funkcija: a) (5 — k)x — 2y +4 =0 biti
opadajuca; b)y=(-3k+ 11)x + 2k + 3 biti rastuca.

. Dali tatke A(-3, 8), B(6,2) i C(—=, =) pripadaju grafiku funkcije

y=§x—2?
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6. Odrediti vrijednost parametra m tako da grafik funkcije y = (m — 1)x —
(m + 1) bude paralelan grafiku funkcije y = 2x + 5. Za dobijenu vrijednost
parametra m nacrtati grafik funkcije.

7. lIzraCunati povrSinu trougla koji gradi grafik funkcije y = —gx + 3 sa
koordinatnim osama.

8. Zapremina kvadra je 30 000 dm?. Izradunati P i P4, kvadra ako se stranice
odnose kao 5: 3 : 2.

9. Osnova prave prizme je jednakokraki trapez osnovica duzina 36 cm i
20 c¢m, a krak ima duzinu 17 c¢m. IzraCunati povrSinu prizme ako je duzina
njene visine 18 cm.

10. Baza pravilne &etvorostrane prizme je povrsine 100 dm?. Izradunati povrs-
inu i zapreminu prizme ako je: a) H=2a; b) dps =15 cm.

Prijedlog drugog pismenog zadatka
[ ]

I. Odrediti nulu, tok i znak funkeije y = 2x — 2.

2. Odrediti vrijednost parametra k tako da grafik funkcije
y=(k+2)x—k+5sijeCe y-osu u tacki ¢ija je ordinata 4.

3. Izracunati obim i povrsinu figure koja je ograni¢ena graficima funkcija:
y=x+2, y=-x+21apcisnom osom.

—x + 1, x < =2
4. Nacrtati grafik funkcije y = 1, —-2<x<2
2x + 1, x> 2

5. Ako je povrsina osnove pravilne trostrane prizme 9v3 cm?, a dijagonala
boéne strane iznosi 65 cm, izraunati povriinu prizme.

[ ]

1. Odrediti nule, tok i znak funkeije y = —2x - 1.

2. Odrediti vrijednost parametra k tako da grafik funkcije (2k — 1)x —
2(k + 3) — 2y = 0 bude paralelan sa grafikom funkcije y = 2x — 3.

3. Izracunati obim i povrsinu figure koja je ogranicena graficima funkcija:
y=—-x—1, y—x—1=01ordinatnom osom.



Dijagonala 21

0, x<0
4. Nacrtati grafik funkcije y ={ 3x +1, 0<x<1
4, x>1

5. IzraCunati povrSinu pravilne Sestostrane prizme ako je povrSina osnove
12v/3 em?, a dijagonala bocne strane 13 cm.

Marijana Doki¢, JU 0S ,,Bosko Radulovi¢“ Komani, Podgorica

ODABRANI ZADACI

1. Pokazati da je suplement ostrog ugla jednak zbiru njegovog komplementa
i pravog ugla.

2. Sta moze biti razlika dva konveksna skupa tataka?

3. Razlika dva suplementna ugla a i B jednaka je uglu B. Izracunati a1 B3.

4. Koji mnogouglovi se mogu dobiti kao presjek skupova ta¢aka jednog
ostrog ugla i jednog kvadrata?

1. Odrediti sve cijele brojeve x i y tako daje x+y =01 2/x|+3[y|=15.
2. Data je nejednacina |x| <2021 (x je cio broj). Koliko iznosi:

a) zbir svih njenih rjeSenja;  b) proizvod svih njenih rjeSenja?

3. U trouglu ABC, ugao kod tjemena C je 40°. Simetrale unutrasnjeg i
spoljasnjeg ugla kod tjemena C u presjeku sa pravom AB odreduju
jednakokraki trougao CDE. Odrediti uglove trougla ABC.

4. U jednakokrakom trouglu ugao pri vrhu je » =108°. Dokazati da je sime-

trala ugla o (ugla na osnovici) dva puta vec¢a od visine koja polazi iz
tjemena C.

1. Ako kvadrat bilo kog neparnog broja podijelimo sa 8, dobi¢emo ostatak 1.
Dokazati.

2. Dokazati da zbir bilo kojih pet uzastopnih prirodnih brojeva ne moze biti
prost broj.
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3.

1.

Izvjestan broj ucenika odluc¢i da pode na izlet. Od njih 25% su bile
djevojcice. Medutim, jedna djevojcCica je odustala, pa je umjesto nje na
izlet otiSao njen brat. Tako je na izletu bilo 20% djevojcica. Koliko je
djecaka i djecaka bilo na izletu?

Baka ima 62 godine. Njen sin ima 36 godina, jedan unuk 8, a drugi unuk
6 godina. Za koliko godina ¢e broj bakinih godina biti jednak zbiru godina
sina i oba unuka?

. Zadata je funkcija f(x) = 2x — 3. Odrediti koeficijente linearne funkcije

g(x) = ax + b tako da bude g(0) = 3 i1 g(4) = f(4). Odrediti koordinate
presjeka grafika funkcija f(x) 1 g(x).

Data je funkcija 4y — 3y — 4(k — 1) = 0. Odrediti vrijednost k za koju grafik
funkcije odsijeca na pozitivnom dijelu y ose
odsjeCak duzine 3 jedinice. IzraCunati
povrsinu trougla koji obrazuju koordinatne
ose 1 grafik dobijene funkcije.

Na slici je data kocka ABCDEFGH. Povrsina
trougla ACF je 2/3 dm?. Izradunati povrsinu
1 zapreminu kocke.

Ravan a sijece pravilnu Sestostranu prizmu
po dijagonalama dviju naspramnih bocnih

strana. Presjek je kvadrat stranice 6 c¢m. IzraCunati zapreminu te Sesto-
strane prizme.

Vesna Matkovié, Sanja Popovié, Milo§ Gojac¢anin
i Aleksandra Cejovi¢, JU OS ,,Drago Milovi¢”, Tivat

TAKMICARSKI ZADACI

Zbir Cetiri broja je 324. Ako se prvom broju doda 5, od drugog oduzme 5,
tre¢i pomnozi sa 5, a Cetvrti podijeli sa 5, onda ¢e se dobiti jednaki
rezultati. Koji su to brojevi?

Desifrujte ovaj mozaik, tj. umjesto slova stavite odgovarajuce cifre tako
da budu ta¢ne sve navedene operacije (i po horizontalama i po verti-
kalama). Posto utvrdite brojnu vrijednost svakog slova, poredajte ta slova
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prema njihovoj vrijednosti (od 0 do 9). Treba da dobijete rije¢ koja znaci
jedan poznati matematicki termin.

ATU + IAZ = IITE

NEH:IOH = E
PAU —NZ = PPA

. Izracunati uglove trougla ABC ako ugao izmedu visine povucene iz
tjemena C i simetrale ugla ACB iznosi 9°, a ugao izmedu simetrala spoljas-
njih uglova trougla kod tjemena A i B iznosi 61°.

. Tacka H je ortocentar trougla ABC, pri ¢emu je [HC|=|4B|. Na¢i mjeru
ugla C tog trougla.

. Moze li se broj 20212022 predstaviti u obliku razlike kvadrata dva cijela
broja?

. Otac je kupio igracke za djecu. Za prvu igracku je platio % svote koju je
ponio sa sobom, za drugu igracku je platio % ostatka poslije prve kupovine
1 za trecu je platio % ostatka poslije druge kupovine. Ku¢i je vratio 19,20

eura. Koliko je novca ponio odlaze¢i u kupovinu i koliko je platio svaku
igracku pojedinac¢no?

. U koordinatnoj ravni Oxy data je prava 4x + 3y = n, n > 0, koja je od
koordinatnog pocetka O udaljena 12. Odrediti povrSinu trougla koji
odreduje ta prava i koordinatne ose Ox i1 Oy.

. Kocka je razdijeljena na 27 jednakih kocki. Pauk se nalazi u centralnoj
kocki 11z svake kocke moze preci u susjednu (kocke su susjedne ako imaju
zajednicku stranu). Utvrditi da 1i pauk moze da obide sve kocke tako da u
svakoj bude samo jednom.

Vesna Matkovi¢, Sanja Popovi¢, Milo§ Gojacanin
i Aleksandra Cejovié, JU OS ,,Drago Milovi¢”, Tivat
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RJESENJA TAKMICARSKIH ZADATAKA
IZ PROSLOG BROJA

1. Broju2021 dopisati sa lijeve 1 desne strane jednu istu cifru tako da dobijeni
Sestocifreni broj bude djeljiv sa 12.

2. Bastovan je u svom vrtu posadio 19 ruZa u 9 redova tako da u svakom redu
ima tacno 5 ruza. Nacrtati plan po kojem su zasadene ruZze.

RjeSenja:

1. Neka je 1 sa lijjeve 1 sa desne strane broja 2021 dopisana cifra a. Da bi
trazeni Sestocifreni broj a2021a bio djeljiv sa 12, on mora biti djeljiv sa 3
1 4. Zbog djeljivosti sa 4, njegov dvocifreni zavrSetak moze biti samo 12
ili 16, pau obzir dolaze brojevi 220212 1 620216. Kako je zbir cifara prvog
broja2+2+0+ 2+ 1+2=09, dakle djeljiv je sa 3, to je 1 broj 220212
djeljiv sa 3. Broj 620216 ima zbir cifara6 +2+0 +2 + 1+ 6 =17 inije
djeljiv sa 3. Znaci, jedino rjeSenje zadatka je broj 220212.

2. Jedno od mogucih rjeSenja dato je na slici.

1. Kako treba izabrati znakove uizrazu +1+3+5+7+9+11, da bismo dobili
zbir 2 ili 13?
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2. Dokazati da medu 30 uzastopnih prirodnih brojeva, od kojih je najmanji

veci od 5, ima najvise 8 prostih.

Rjesenja:

1.

Zbir navedenih neparnih brojeva, posto ih je 6, je paran broj. Ako ispred
jednog broja biramo negativan predznak, zbir ¢e se smanjiti za taj
dvostruki broj, to jest ostaée paran. Zbog toga zbir ne moze biti neparan
broj, pa ne moze biti ni 13. Zbir datih brojeva je 36 pa treba da se smanji

za 34. Znaci, treba staviti negativan predznak ispred 3 broja Ciji je zbir
apsolutnih vrijednosti 17. Postoje tri rjeSenja i ona su:

=il 8B =7 =9 ilil,
= ar 8 =5 1= 7 a0 9 = 1l
1= p7—Cap il
Od 30 uzastopnih prirodnih brojeva 15 je parnih, 5 je onih koji su djeljivi
sa 3, anijesu djeljivi sa 2, 1joS 2 koji su djeljivi sa 5, a nijesu djeljivi ni sa
2 ni sa 3. Prema tome, postoji bar 15 + 5 + 2 = 22 broja koja su slozena,
pa prostih ne moze biti viSe od 8.

. Kvadrat je sa 9 pravih paralelnih jednoj, i 9 pravih paralelnih drugoj

stranici podijeljen na 100 pravougaonika od kojih su ta¢no 9 kvadrati.
Dokazati da su od tih 9 kvadrata bar dva podudarna.

Kosarkas na treningu izvodi slobodna bacanja. Prvo je promasio, a isposta-
vilo se da je na kraju treninga imao procenat uspjesnosti (odnos broja datih
koSeva 1 broja svih pokusaja) slobodnih bacanja vec¢i od 80%. Dokazati da
je u jednom trenutku procenat uspjesnosti ovog kosarkasa bio tacno 80%.

Rjesenja:

1.

Ako se neka dva kvadrata nalaze u istoj vrsti ili koloni, onda su oni
podudarni. Pretpostavimo zato da se svih devet kvadrata nalaze u
razli¢itim vrstama 1 razli¢itim kolonama. Ozna¢imo sa S zbir duzina stra-
nica tih devet kvadrata. Ako je duzina stranice polaznog kvadrata a, tada
je ,.Sirina” preostale kolone, kao i ,,Sirina” preostale vrste a — S. U
njihovom ,,presjeku” dobijamo deseti kvadrat stranice duzine a — S, §to je
suprotno pretpostavci. Prema tome, bar dva kvadrata ¢e biti u istoj vrsti ili
koloni.

Pretpostavimo da tvrdenje zadatka nije tatno. Tada postoji broj n, takav
da je poslije n bacanja koSarkas imao manje od 80%, a poslije n + 1 bacanja
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viSe od 80% pogodaka. Ako je k broj pogodaka u tih n bacanja, onda je
S < =< 1’% Iz ovih nejednakosti slijedi da je Sk < 4k i Sk < 4n < 5k +1.
Ovo je nemoguce jer ne postoji prirodan broj izmedu dva susjedna
prirodna broja. Dakle, dobili smo kontradikciju sa uvedenom pretpostav-

kom, pa slijedi da je u nekom trenutku kosarka§ imao uspjesnost tacno
80%.

1. Proizvod dva prirodna broja je dva puta ve¢i od njihovog zbira. O kojim
brojevima je rijec?

2. U ravni su date 2022 tacke. Neki parovi tataka su spojeni duZima.
Dokazati da postoje dvije tacke iz kojih polazi jednak broj duzi.

RjeSenja:

1. Neka su x i y prirodni brojevi takvi da je xy = 2(x + y).
Transformisanjem ove jednacine dobi¢emo:
Xy =2x+ 2y
xy—2x—2y+4=4
x(y—-2)-2(y-2)=4
x-2)(y—2) =4
Kakoje4=4-1=2-2, ondajejednorjesenjex —2 =4iy—2 =1,
x =61y =3adrugorjeSenjejex —2=21y—2=2,x =41y =4,
Zadatak ima dva rjeSenja, a traZeni brojevisu 613 ili 21 2.

2. Neka su date tacke A1, Az, ...A2022 1neka iz njih polazi redom, ni, no, ...,

n2022 duzi. Jasno je da brojevi ni, no, ..., n2022 mogu uzimati vrijednosti iz

skupa {0,1, 2, 3, ...,2022}. Razlikujemo dva slucaja:

a) Ako ne postoji tacka koja je spojena sa drugim tackama (iz nje polazi
0 duzi), onda brojevi ni, ny, ..., n2022 pripadaju skupu {1, 2, 3, ...,2021},
pa na osnovu Dirihleovog principa, postoje dva od njih koji su medu-
sobno jednaki.

b) Ako postoji tacka koja nije spojena sa drugim tackama (iz koje ne
polaze duzi), onda ne postoji tacka iz koje polazi 2021 duzi. Tada bro-
jevi ni, ny, ..., n2o22 pripadaju skupu {0,1,2,3, ... 2020}, pa opet, na
osnovu Dirihleovog principa, postoje dva od njih koji su medusobno
jednaki.

Ljuji¢ Nevena, JU 0S ,,Dusan Koraé, Bijelo Polje
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PRIPREMA ZA CAS

1. Skola: JU 0S ,Vladimir Nazor”, Podgorica

2. Predmet: Matematika, redovna nastava

3. Razred: Vil

4, Datum realizacije:

5. Nastavnik: Markovic¢ Ljiljana

PODACI O CASU

Nastavna tema: Trougao

Nastavna jedinica: Trougao. Zbir uglova trougla. Odnos uglova i stranica. Podudarnost trouglova.

Tip casa: Utvrdivanje i vjezbanje gradiva.

Ishodi ucenja: — Ucenici ¢e nakon ucenja modi da rjesavaju zadatke i primjenjuju znanja
0: trouglu, zbiru uglova trougla, odnosu uglova i stranica, podudarnosti
trouglova.

Obrazovni zadaci: Ucenici treba da pokazu u kojoj su mjeri usvojili pojmove iz oblasti: Trougao.

Zbir uglova trougla. Odnos uglova i stranica. Podudarnost trouglova.

Funkcionalni zadaci: — Razvijanje sposobnosti da se izvuku podaci iz konteksta (npr. Sta je u zadat-

ku zadato, a Sta se trazi)

— Razvijanje sposobnosti rjeSavanja zadataka

— Razvijanje interesovanja za geometriju

— Razvijanje misljenja (logickog, kritickog, stvaralackog)
— Razvijanje misaonih operacija

— Razvijanje sposobnosti uoavanja

— Razvijanje timskog duha

Vaspitni zadaci: — Ukazivanje na znacaj vjezbanja matematickih zadataka u savladavanju
matematickih sadrzaja
— Razvijati samostalnost kod ucenika pri rjeSavanju problema, ne imitirati
drugog, ali biti spreman na razumijevanje ideje drugog.
Oblici rada: Frontalni, grupni.

Nastavne metode: — DijaloSka metoda
— Metoda rada s tekstom
— Metoda usmenog izlaganja
— Metoda ilustracije

Nastavna sredstva: — Udzbenik
— Sveske
— Pribor za geometriju
— (Hamer papir za 4 grupe i flomasteri)
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TOK CASA

Uvodni dio casa:
(oko 5 minuta)

Glavni dio casa:
(oko 35 minuta)

Zavrsni dio casa:
(oko 5 minuta)

— Analiza domaceg zadatka.

— Putem razgovora podsjecamo se gradiva koje smo obradili na prethodnim
casovima.

— Ucenike podijeliti u 4 grupe. Vodi se racuna da u grupi budu ucenici i sa
boljim i sa slabijim ocjenama.

— Najava cilja Casa.

— Svaka grupa Ce dobiti zadatak iz odredene oblasti. Kada zavrsi, a nastavnik
prekontrolide, ta grupa treba da sastavi novi zadatak iz oblasti koju je rje-
Savala i da ga proslijedi sledecoj grupi u smjeru koji odredi nastavnik. Kada
ucenici rijese zadatak koji su dobili od druge grupe, sastavljaju sli¢an zada-
tak i opet prosleduju susjednoj grupi. Na taj nacin svaka grupa Ce rjesavati
zadatke iz svih oblasti. Nastavnik im pomaze oko sastavljanja zadataka, ako
ima potrebe. Ucenici mogu da koriste udzbenik, zbirku zadataka ili svesku.

Zadaci:

Prva grupa (zbir uglova u trouglu, jednakokraki i pravougli trougao):

1. Jedan unutrasnji i jedan spoljasnji ugao trougla su a = 63°i B, = 126°.
|zratunati sve ostale uglove trougla i uporediti stranice.

Druga grupa (racunanje uglova preko jednacina i odnos uglova i stranica
trougla):

2. Unutrasnji uglovi trougla su 3x, 8x i 7x. IzraCunati mjere tih uglova i poredati
stranice tog trougla po velicini od najmanje do najvece.

Treca grupa (zadaci sa uglovima kada su dati visina, teziSna duz, bisektrisa
trougla):

3. Uttrouglu ABG, visina h, dijeli ugao kod tjemena A na uglove od 32°i 47°.
|zratunati unutrasnje uglove tog trougla i uporediti stranice trougla.
Cetvrta grupa (podudarnost trouglova)

4. Ako je AC=BCi<cADC = <BDC, dokazati da je AAED = ABED (vidjeti sliku).

Analiza ¢asa: Nastavnica/ik stavlja akcenat na dio gradiva na koji ucenici
treba da obrate paznju. Razmjenjujemo utiske o casu i dajemo predloge kako
bi scenario za ¢as mogao da bude bolji, i na kojim temama bi jos mogli da ga
primijenimo.

Domaci zadatak: 3 zadatka iz zbirke zadataka po izboru nastavnice/ka.
Napomena: Cas se moZe odraditi tako $to Ce djeca pisati na hamer papirima,
koji ¢e da kruzZe iz grupe u grupu, a na kojima djeca rjeSavaju prvi zadatak koji
im je nastavnik zadao, na njemu pisu (sami sastavljaju) zadatak koji prosleduju
susjednoj grupi. Na taj nacin svaki od 4 hamer papira dode do sve Cetiri grupe.

Ljiljana Markovi¢, JU OS ,,Vladimir Nazor”, Podgorica



» ARAPSKA
MATEMATIKA

., Ako imam dva hljeba, jedan ¢u trampiti da nahranim dusu “

Opste je poznato da je Evropa vecinu starogrckih matematickih otkrica
saznala upravo preko Arapa. Nakon Sto je 622. godine Muhamed sa svojim
pristalicama presao iz Meke u Medinu, utemeljio je novu vjeru, islam, koju su
prihvatila nomadska arapska plemena. U nekoliko sljedec¢ih vjekova, Muha-
medovi sljedbenici osvajaju velike teritorije 1 osnivaju islamsko carstvo koje
nazivaju Kalifat. Na vrhuncu svoje mo¢i Kalifatu su pripadala podrucja od Pi-
rinejskog poluostrva, preko teritorija Sjeverne Afrike, pa sve do granica Indije
na istoku. Arapski Kalifat nestaje nakon mongolskih osvajanja u 13. vijeku.

Arapska matematika, ili ¢eS¢e islamska matematika je izraz koji se ko-
risti za matematiku koja se razvila u srednjem vijeku 1 bila karakteristi¢na
za Zlatno doba islama. Pod time se podrazumijevaju svi matematicki radovi
1 dostignuca u periodu od osmog do polovine petnaestog vijeka na podruc-
Jjima koja su bila pod vla$¢u Kalifata, ili raznih muslimanskih drZava, ¢iji
su autori koristili arapski jezik kao svoju lingua francu (zajednicki jezik za
komunikaciju medu govornicima ¢iji je
maternji jezik razli¢it). To znaci, da mno-
gi naucnici, izmedu ostalog 1 matemati-
¢ari tog perioda nijesu bili Arapi, ali su
pripadali arapskom kulturnom prostoru i
pisali svoja djela na arapskom jeziku koji
je, kao 1 latinski u Evropi bio jezik nauke.

Arapski 1 islamski matematiCari su
imali vaznu ulogu u ¢uvanju i ponovnom
otkrivanju do tada zaboravljenih dos-
tignuca egipatske, grcke 1 vavilonske ma-
tematike, odnosno dovodenju na zapad
dostignu¢a indijske matematike. Mno-
ga starogrcka djela sacuvana su samo
u arapskom prevodu. I pored toga Sto
mnogi smatraju da su doprinosi arapskog
podrucja matematici samo prevodenje i
prenos podataka koje su otkrili Grei ili

Pric¢a o 1001 noci
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Indusi, to nije tacno. Arapskim i
islamskim ucenjacima se pripi-
suju brojna znacajna dostignuca,
prije svega vezana za uvodenje
decimalnog sistema, odnosno
arapskih brojeva, koji je omogu-
¢io koriS¢enje razlomaka, prona-
lazak algebre, te pocetak prouca-
vanja odnosa algebre i geometri- _
je.

Tacno je da Arapi u rano doba
islama nijesu pokazivali veliko
interesovanje za to da savlada- i
ju razli¢ite oblike matematickih *
disciplina. U to vrijeme, glavna
upotreba matematike svodila se

na obracunavanje i prikupljanje” 3 : ~
poreza. Medutim, usljed inten- Abu DZafar Muhamed Ibn Musa
Al-Horezmi

zivnije urbanizacije islamskog
drustva 1 sve vece prisutnosti ra-
znih aspekata gradskog Zivota, potreba za matematikom mnogostruko se vise
osjecala. Muslimani su tada s velikom naklonos¢u prihvatili starogrcku litera-
turu, kao 1 literaturu iz ostalih djelova svijeta, o raznim dimenzijama te nauke.
Prije svega, potrebu za ovakvom disciplinom osjecali su arhitekte 1 astronomi,
da bi malo kasnije matematika prerasla u zasebno definisanu nauku.

Nakon osnivanja Bagdada (oko 762. godine) kalifi koji su tu vladali, pod-
sticali su razvoj nauke 1 prevode grckih knjiga na arapski jezik. Najpoznatiji
Kalif tog vremena je Kalif Harun el Rasid, poznatiji iz ,,Prica o 1001 no¢i*.
On je dao ideju za osnivanje Kuce mudrosti (arapski: Bayt al-Hikma) u Bag-
dadu. Tu ideju u stvarnost je pretocio njegov sin Kalif al-Mamun. On je u
Kucu mudrosti pozvao brojne matematicare, astronome, astrologe, pjesnike i
prevodioce.

Cuveni prevodioci Al - Kindi, bra¢a Banu Musa i Hunain Ibn I3ak preveli
su sa gr¢kog najznacajnija matematicka djela Euklida i Arhimeda Cime je
otvoren put njenom razvitku.

Jedan od najvecih matematicara svoga doba bio je Abu DZafar Muhamed
Ibn Musa Al-Horezmi (od oko 780. do 850. g). U Evropi je bio poznat po
latinizovanom imenu Algorizmi preko prevoda njegovih djela. I pored toga
Sto se 0 njegovom zivotu vrlo malo zna, njegova djela, ne samo iz matematike,
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imala su veliki uticaj na mnoge naucnike kasnije. Njegova najznacajnija djela
su: Kitab al-Jam w-al-Tafreeq bil Hisab al-Hindi-Aritmetika (Sabiranje 1
oduzimanje u indijskoj aritmetici) i Hisab al-Jabr w-al-Mugqabala — Alge-
bra (IzraCunavanje integrala i jednacina).

Oba djela ostala su sacuvana samo u prevodu, a naslove Algebra 1 Aritme-
tika su dobila prema matematickim podruc¢jima koja opisuju.

Zaprvo djelo (Aritmetika) s velikom izvjesno$¢u mozemo tvrditi da je na-
jstarije djelo koje je u islamskom svijetu napisano o aritmetici. Medutim, iako
njen arapski originalni primjerak jo$ uvijek nije pronaden, dostupni su nam
njeni prevodi na latinski jezik. Najvjerovatnije u 12. vijeku na latinski jezik
je preveo Adelard iz Batha, engleski u¢enjak 1 jedan od najznacajnijih sredn-
jevjekovnih prevodilaca arapskih djela na latinski jezik. Djelo je sacuvano u
latinskom prevodu pod nazivom ,, Dixit Algorismi* (,,Rekao je Algorizmi®).
Citajuéi njegove knjige, &italac se navikne da time poginje svako jasno i ned-
vosmisleno pravilo. Postepeno se zaboravilo da je Algorizmi autor pravila pa
se ta rije¢ pocela koristiti kao sinonim
svakog tacno propisanog postupka za
rjeSavanje nekog problema. ,,Rekao je °8
Algorizmi* se tako spontano pretvorilo = -

u ,,Algoritam glasi®. Informatika je taj ' b q
[ 25,
pojam usvojila i on oznadava jasan niz  3f% +°5 g\.}”‘}j’@"‘[ -4”‘“’”1-‘-1’}':

logic¢ki preciznih koraka koji dovode _H*”""HJ"“" Mj"mm" [W
do rjeSenja nekog problema. Na osn- | k] .xi'sdluLL SadSAiats 8 af
ovu algoritma moze se bolje napisati - LJGJJ,...A._;.J!.E”W:JM I *
program u nekom programskom jezi- P . & SUetrerigs %U"’J' 5

ku. Horezmi je u ovoj knjizi sjajno raz-  {§ i it f‘a" Aoty A “’L”}
jasnio staroindijsku brojevnu osnovui | e sl
prenio je u islamski svijet. Objasnio
je dekadni brojni sistem i operacije u
njemu.

Detaljno opisujuc¢i racunske op-
eracije prema indijskoj metodi, Horez-
mi neprestano naglasava kako je vazno
nista ne izostaviti. Posebno naglasava
da se ne smiju zaboraviti nule.

Znaju¢i da ¢e ovu knjigu Cita- Kopija al-Horezmijevog djela Hisab
ti pocCetnici, Horezmi kod mnoZenja al-jabr w’al-muqabala, jednog od naj-
napominje da se prvo mora napamet znacajnijih djela u istoriji matematike

e \_;grwwqﬂ-erﬂﬂl‘
" o sligse

M.L#-‘ u




32 Dijagonala

nauciti 1 puta 1 pa sve do 9 puta 9. Takode, napominje da je vazno znati da je:
0-n=0 1 n-0=0.

Drugo djelo (Algebra) u 12. vijeku je na latinski jezik preveo Gerard iz
Kremone, italijanski uc¢enjak i prevodilac. Ova knjiga je bila u upotrebi do 16.
vijeka kao glavni matematicki udzbenik na evropskim univerzitetima. Zahval-
jujuéi njoj, u Evropi je uvedena algebra.

U osnovi, rijec je 0 novoj i tada u potpunosti originalnoj grani matematike.
Njen naziv je proistekao iz naziva rada: al-Jabr (algebra). Na pocetku knjige
Al-Horezmi navodi: ,,Za racun al-jabra i al-mukabala sastavio sam ovu knjigu
koja obuhvata istancani i proslavljeni dio raCunanja. Na to me je ohrabrio Ma-
mun, Knez vjernika koji budi snagu kod ljudi od obrazovanja, privlaci ih, $titi
1 pomaze. On ih podstice da nejasno ucine jasnim i sloZzeno jednostavnim.*

" Al-Horezmiju dugujemo i pojam jed-
nacine, koji nije bio poznat ni Greima ni
Indusima. RjeSavanje jednacina se sas-
toji u odredivanju vrijednosti nepoznate
veli¢ine polaze¢i od uslova koje ona
zadovoljava.

Al-Horezmi kaze: ,,Tu stvar koju
trazim, prvo imenujem. Ali posto je ne
poznajem, jer za njom upravo tragam,
nazvacu je prosto stvar®. Al-Horezmije-
vo otkri¢e sastoji se u tome Sto ¢e on sa
tom stvari (nepoznatom), operisati kao
da je poznata. Veli¢ina ovog otkric¢a je
prije svega u tome Sto jednacina ne pred-
stavlja samo jedan problem ve¢ obuhvata
c¢itavu klasu problema istog tipa.

Al-Horezmi je pri rjeSavanju jednacina koristio dva postupka: jabr i muka-
bala, da bi proizvoljnu jednacinu sveo na 1 od 6 osnovnih oblika, za koje daje
nacin rjeSavanja.

Postupak jabr sastoji se u tome da se na obje strane jednacine doda ¢lan
jednak ¢lanu koji se u jednacini pojavljuje sa negativnim predznakom.

Postupak mukabala sastoji se u uzajamnom ponistavanju jednakih ¢lano-
va na jednoj i drugoj strani jednacine.

Al-Horezmi se viSe nego bilo koji matematicar trudio da izlozi pravila arit-
metike i rjeSenja jednacine u opStem obliku ubjedljivo i razumljivo, da bi bila
dostupna svakom pismenom ¢ovjeku. Prikazao je oko 800 primjera jednacina

” .
L-\,I- h\{,- wz-n-_a Jw’)n\ﬁw
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1z svakodnevnog zivota (pravo, trgovina, geometrijski proracuni i sl.) §to nije
bilo lako postici, znajuéi da u to vrijeme nije postojala algebarska simbolika.

Pored al-Horezmija neizostavno je pomenuti 1 jo$ neke znacajne matem-
aticare koji su pripadali arapskom kulturnom prostoru i dali nemjerljiv dopri-
nos razvoju matematike.

Sabit Ibn Kora al Sabi al-Harani (830-901) je matematicar koji se
bavio trigonometrijom i teorijom brojeva. Bio je 1 filozof, mehanicar 1 ljekar.
Radio je u Bagdadu. Preveo je Euklidove ,,Elemente* i obogatio ih komen-
tarima. Upoznao je arapske naucnike sa radovima Arhimeda o konstrukciji
pravilnog sedmougla. Izracunao je da je duZina godine 365 dana, 6 sati, 9
minuta i 11 sekundi — $to je greSka od nepune 2 sekunde u odnosu na modernu
sideralnu godinu.

Kuéa mudrosti

Muhamed Ibn Muhamed Ibn Jahja Ibn Ismail Ibn al-Abas Abulva-
fa al-Buzdzani (934-998) je posljedn;ji veliki bagdadski matematicar. Dao je
veliki doprinos trigonometriji. Prvi je uopstio sinusnu teoremu na sferne trou-
glove. Razvio je novi metod za tablice sinusa. U trigonometriji je stvorio novu
metodu za izracunavanje astronomskih tablica. Za sobom je ostavio djela kao:
»Komentar Diofantove aritmetike®, ,,Kretanje planeta®,...

Abu-Rejhan Muhamed Ibn Ahmed al-Biruni (973-1048) je persijski
matematicar, astronom, istoricar, geograf, filozof i mislilac. Njegov matem-
aticki doprinos odnosi se na sljedece oblasti: teorijska i1 prakti¢na aritmetika,
pravilo trojno, iracionalni brojevi, metode rjeSavanja algebarskih jednacina,
geometrija - naro€ito konstrukcije. Izracunao je da polupre¢nik Zemlje iznosi
6339,6 km, Sto je u Evropi dostignuto tek u 16. vijeku. U jednoj svojoj knjizi
Al-Biruni zapisuje anegdotu:
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Kada su jednog mudraca pitali zasto se uceni ljudi uvijek sakupljaju pred
vratima bogatasa, dok bogati nijesu skloni da kucaju na vrata ucenih, ovaj je
odgovorio ,,Uceni ljudi znaju vrijednost novca, ali bogatasima nije poznata
plemenitost nauke .

Gijasudin DZams$id Ibn Masud Ibn Mahmud Tabib Kasani (oko
1380-1437) je persijski matematicar 1 astronom. U svom najpoznatijem djelu
»Rasprava o kruznici® (oko 1424. god.) izraCunao je broj na 16 decimala Sto
je bila najbolja aproksimacija za broj do tada. Osim toga, KaSani je u svom
nauc¢nom eseju Hipotenuza i sinus inovativno izracunao sinus ugla od jednog
stepena, koristeci tradicionalnu metodu kubnog polinoma.

Ulug-beg (1394-1449) je bio Timuridski vladar kao 1 astronom, matem-
ati¢ar i sultan. Njegov otac Sahroh bio je sin osvaja¢a Timur-Lenka, koga
su na Zapadu poznavali pod imenom Tamerlan. Ulug-beg je u Samarkandu
(Avganistan) 1417. godine otvorio medresu, poznatu i slavnu po nau¢nicima
koji su se tu okupljali. Veliku opservatoriju je zavrSio 1425. godine. Bila je
kruznog oblika, na tri nivoa, visoka 35 metara, a u precniku je imala 50 metara.
Na poziv Ulug-bega 1421. godine u Samarkand se doseljava Dzamsid Kasani,
gdje ¢e biti postavljen za predsjednika centralne drzavne opservatorlje U kat-
alogu zvijezda koji je Ulug- '
-beg objavio 1437. godine,
date su pozicije 992 zvijezde, =
i to je prvi katalog sacinjen 1
poslije Ptolomeja. U knjizi §
su bili dati 1 sljedeci rezultati: #
numeric¢ki metod za nalazenje
i rjeSenja kubnih jednacina, |
radovi o binomnoj formuli,
precizne tablice za sinuse,
tangense sa tacnos¢u na osam
decimala, te vazne formule
sferne trigonometrije.

Ulug-begova opservatorija

Na kraju jedan zadatak iz ,,Pri¢a o 1001 no¢i*:
wJedna Zena je poSla u vrt da nabere jabuka. Pri izlasku iz vrta ona mora
da prode kroz Cetiri kapije, da na svakoj kapiji da straZaru polovinu jabuka
koje ima u tom trenutku. Poslije izlaska kroz Cetvrtu kapiju, ostalo joj je u
korpi deset jabuka. Koliko je jabuka nabrala u vrtu?“
Darko Puragkovié, JU OS ,,Vuk KaradZi¢“, Berane
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MATEMATICKE MOZGALICE

Jedan ¢ovjek imao je 3 sina. U nasljede im je ostavio 35 kamila i testament
u kome je pisalo:

»Najstarijem sinu ostavljam % kamila, srednjem % kamila, a najmladem
% kamila.*

Kada je otac umro braca su se nasla u cudu. Ako bi podijelili kamile onako
kako je pisalo u testamentu najstariji sin bi dobio 35 : 2 = 17% kamila, srednji
bi dobio 35:3 = 11% kamila, a najmladi 35 : 9 = 32 kamila. Braca, naravno,
nijesu mogla tako da podijele kamile.

Jedan njihov prijatelj, saznavsi za problem rijesi da im pomogne.

Kako je to uradio?

Sa sobom je doveo jednu kamilu i poklonio je braéi. Braca su bila sre¢na.
Za podjelu su imali 36 kamila 1 mogli su izvrsiti podjelu po ocevoj zelji.

Najstariji brat dobio je 36 : 2 = 18 kamila, srednji 36 : 3 = 12, a najmladi
36 : 9 = 4 kamile. Braca su bila zadovoljna ne samo zato $to su uspjesno

podijelili kamile nego $to su uspjeSno ovom podjelom dobila vise od podjele
35 kamila.

Kada su brac¢a zavrsila podjelu, njihov prijatelj im rece: ,,Sada kada ste
podijelili kamile, vratite mi moju kamilu 1 dajte mi trideset petu, jer su ostale
nepodijeljene.*

Kako je ovo mogucée? Obrazlozite odgovor.

—eraewm

At la =

nom zadatku sa naslovne strane. Svima se izvinjavamo i objavljujemo ispravljeni na-
gradni zadatak na naslovnoj strani ovog broja Dijagonale.




Dragi ucenici, pozivamo vas da nam i dalje saljete
rjesenja nagradnog zadatka sa naslovne strane.

Stampanje ovog broja pomogli su:

Imate prijatelje! BEIMAX
DOMEN d.o.o. MTEL d.o.o. BEMAX d.o.0.
PODGORICA PODGORICA PODGORICA

HVALA NASIM PRIJATELJIMA!

Urednistvo poziva nastavnike, u¢enike i sve ¢itaoce da nam 3alju
priloge za list: ¢lanke, odabrane zadatke, zanimljivosti, priloge za
zabavnu matematiku itd.

Dio tiraza ovog broja,Dijagonale” ¢e biti besplatno podijeljen
svim bibliotekama osnovnih skola u Crnoj Gori.
Ovaj broj se moze kupiti u,Gradskoj knjizari" i, Narodnoj knjizi".

Sve informacije o pretplati i porudzbini ovog i narednih brojeva
mozete naci na sajtu Udruzenja. Narudzbe slati putem mejla.

Broj ziro racuna UNMCG je 510-206991-61 kod CKB banke.
Adresa redakcije je: Ul. Gojka Berkuljana br. 20, Podgorica.
Mejl: udruznastmatem@gmail.com
www.unmcg.wordpress.com
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